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1. Bevezetés
Az elmúlt száz évben a kriptográa egyre nagyobb szerepet kapott a
matematikai és informatikai kutatásokban. A területnek számos fontos
gyakorlati alkalmazása van, így például a digitális aláírás, a vezeték nélküli
mikrohullámú kommunikáió (WLAN) vagy különböz® titkosítási algoritmu-
sok. Ezek az alkalmazások különböz® objektumok pszeudovéletlenségének
tanulmányozását inspirálták. Kezdetben a véletlen vagy pszeudovéletlen
objektumokat zikai módszerekkel generálták (pl. diódával), azonban a
zikai módszereknek számos hátránya van: költségesek, lassúak, nehézkes
megoldani az adatok biztonságos tárolását, a generált sorozatok véletlen-
szer¶sége nem bizonyítható matematikailag. Manapság pszeudovéletlen ob-
jektumokat inkább matematikai algoritmusok és számítógépek segítségével
konstruálnak. Ezek az objektumok ugyan nem tekinthet®k véletlennek,
de reményeink szerint még számítógépek segítségével sem különböztethet®ek
meg a zikai módszerekkel generált véletlen objektumoktól, ezért a további-
akban a pszeudovéletlen elnevezést használjuk rájuk vonatkozóan.
A pszeudovéletlenségnek számos megközelitése és deníiója van.
Menezes, Oorshot és Vanstone [52℄ kit¶n® monográát írt ezekr®l a
megközelítésekr®l. A pszeudovéletlenség leggyakoribb értelmezése bonyolult-
ságelméleti úton történik; err®l Goldwasser [16℄ írt összefoglaló ikket. A
bonyolultságelméleti megközelítést egyre szélesebb körben kritizálják: ál-
talában sak végtelen hosszú sorozatokat min®sít, míg a gyakorlati alkalmazá-
sok során mindig sak véges hosszú sorozatok kerülnek felhasználásra. A
legtöbb bonyolultságelméleti eredmény bizonyos bizonyítatlan hipotéziseken
alapul (ilyen például az, hogy az egész számok körében nem lehet gyorsan
faktorizálni). Véges hosszú [0, 1) sorozatok pszeudovéletlenségét Niederreiter
vizsgálta.
Az 1990-es évek második felében Mauduit és Sárközy [51℄ bevezette
a pszeudovéletlenségnek egy új, konstruktív és kvantitatív megközelítését,
amelyben véges bináris sorozatok pszeudovéletlenségét deniálták, karakte-
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rizálták. A következ® kvantitatív pszeudovéletlen mértékeket vezették be:
1.1. Deníió. (Mauduit, Sárközy) Legyen EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈
{−1,+1}N egy N hosszú ±1 sorozat. Jelölje U(EN , t, a, b) az
U(EN , t, a, b)
def
=
t−1∑
j=0
ea+jb.
összeget. Ekkor EN -nek az eloszlás mértékét
W (EN)
def
= max
a,b,t
|U(EN , t, a, b)| = max
a,b,t
∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0
ea+jb
∣∣∣∣∣ ,
képlettel deniáljuk, ahol a maximumot az összes olyan a, b, t-n vesszük, ahol
a, b, t ∈ N és 1 ≤ a ≤ a+ (t− 1)b ≤ N .
Az eloszlás mérték számtani sorozatokban tanulmányozza azt, hogy a +1-
ek és −1-ek száma mennyire közel van. Gyakran azonban szükség van arra is,
hogy a sorozatban több elem egymáshoz való viszonyát is vizsgáljuk. Ehhez:
1.2. Deníió. (Mauduit, Sárközy) Legyen EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈
{−1,+1}N egy N hosszú ±1 sorozat. Legyen továbbá D = (d1, . . . , dℓ) ter-
mészetes számokból álló sorozat, ahol d1 < · · · < dℓ, jelölje V (EN ,M,D)
a
V (EN ,M,D)
def
=
M∑
n=1
en+d1en+d2 . . . en+dℓ
összeget. Ekkor EN -nek az ℓ-edrend¶ korreláió mértékét
Cℓ(EN )
def
= max
M,D
|V (EN ,M,D)| = max
M,D
∣∣∣∣∣
M∑
n=1
en+d1en+d2 , . . . en+dℓ
∣∣∣∣∣
képlettel deniáljuk, ahol a maximumot az összes olyan D = (d1, d2, . . . , dℓ)
sorozaton és M egész számon vesszük, ahol 0 ≤ d1 < d2 < · · · < dℓ <
M + dℓ ≤ N .
2
               dc_603_12
1.3. Deníió. (Mauduit, Sárközy) Legyen EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈
{−1,+1}N egy N hosszú ±1 sorozat. Legyen továbbá X = (x1, . . . , xℓ) ∈
{−1,+1}ℓ, jelölje T (EN ,M,X) a következ® egész számot:
T (EN ,M,X) = |{n : 0 ≤ n < M, (en+1, en+2, . . . , en+ℓ) = X}| .
Ekkor EN -nek az ℓ-edrend¶ normalitás mértékét
Nℓ(EN) = max
M,X
∣∣T (EN ,M,X)−M/2ℓ∣∣
képlettel deniáljuk, ahol a maximumot az összes olyan X = (x1, . . . , xℓ) ∈
{−1,+1}ℓ sorozaton és M egész számon vesszük, ahol 0 < M ≤ N − ℓ+ 1.
A kombinált mérték a korreláió és az eloszlás mérték közös ál-
talánosítása:
1.4. Deníió. (Mauduit, Sárközy) Legyen EN = (e1, e2, . . . , eN) ∈
{−1,+1}N egy N hosszú ±1 sorozat. Ekkor EN -nek az ℓ-edrend¶ kom-
binált (eloszlás-korreláió) mértékét a következ®képpen deniáljuk:
Qℓ(EN)
def
= max
a,b,t,D
|Z(a, b, t, D)| = max
a,b,t,D
∣∣∣∣∣
t−1∑
j=0
ea+jb+d1ea+jb+d2 . . . ea+jb+dℓ
∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot az összes olyan a, b, t egész számokon és D =
(d1, d2, . . . , dℓ) különböz® egész számokból álló sorozaton vesszük, ahol az
összes szummában el®forduló a+ jb+ di index eleme az {1, . . . , N} halmaz-
nak.
A gyorsan fejl®d® területen azóta nagyon sok szerz® dolgozott, számos
konstrukió, rengeteg eredmény és különböz® általánosítás született.
[10℄-ben Cassaigne, Ferenzi, Mauduit, Rivat és Sárközy a következ® elvet
fogalmazta meg: Az EN sorozat er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal ren-
delkezik, amennyiben a W (EN) és Cℓ(EN ) mértékek (legalább kis ℓ-ekre)
kisik. Ezt az elvet kés®bb [11℄-ben Cassaigne, Mauduit és Sárközy iga-
zolta, bebizonyítva, hogy majdnem minden N hosszú sorozatra ezeknek a
mértékeknek az értéke alig lehet nagyobb N1/2-nél.
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Disszertáiómban összefoglalom a területen elért legfontosabb ered-
ményeimet. Néhány ikkemet (a [20℄, [22℄, [26℄, [30℄, [41℄, [42℄) részletesen
ismertetem a disszertáió 2.-7. fejezetében, míg más munkáimat (a [19℄, [21℄,
[23℄, [24℄, [25℄, [27℄, [28℄, [29℄ [31℄, [32℄, [33℄, [34℄, [35℄, [36℄, [37℄, [38℄, [39℄ és
[40℄ ikkeket) sak röviden összefoglalom a disszertáió 8. fejezetében.
2. Hatványgenerátor
L. Blum, M. Blum és M. Shub [7℄ megalkotta a máig egyik legismer-
tebb és leggyakrabban tanulmányozott pszeudovéletlen generátort, mely a
nevét feltalálóiról kapta. Azóta a Blum-Blum-Shub generátornak számta-
lan tulajdonságát vizsgálták, azonban a legtöbb eredmény bizonyos bizonyí-
tatlan hipotéziseken alapul (például az egész számok körében a faktorizálás
nehézségén).
Disszertáióm 2. fejezetében (mely [20℄-as ikkem tartalmát ismerteti)
olyan eredményeket bizonyítok, amelyek kvantitatívak. Az általam bi-
zonyított tételek feltétel nélküliek, nem alapszanak bizonyítatlan hipotézisek
igazságán.
A hatványgenerátort (amely a Blum-Blum-Shub generátor általánosítása)
szerz®i [7℄ a következ®képpen deniálták:
Legyenek k ≥ 2, m ≥ 1 és ϑ egészek, amelyre 1 ≤ ϑ ≤ m− 1, (ϑ,m) = 1.
Az {un} sorozatot a következ® rekurzióval deniáljuk
u0 = ϑ,
un ≡ u
k
n−1 (mod m), 0 ≤ un ≤ m− 1, n = 1, 2, . . . .
(2.1)
Ezután az {un} sorozatot un utolsó bitje szerint bináris sorozattá kon-
vertáljuk:
2.1. Konstrukió. (Blum, Blum, Shub) Deniáljuk az E∞ =
(e1, e2 . . . ) sorozat n-edik elemét a következ® képlettel
en =
{
+1 ha un páros,
−1 ha un páratlan.
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A (2.1) rekurzióból adódóan az E∞ sorozat periodikus, jelölje T e sorozat
periódushosszát. Disszertáióm 2. fejezetében az (e1, e2, . . . , eT ) véges hosszú
sorozat pszeudovéletlen tulajdonságait vizsgálom. A következ®ket bizonyítot-
tam:
2.1. Tétel. Legyen m prím, és jelölje T a 2.1. Konstrukióban deniált E∞
periodikus végtelen sorozat periódushosszát. Jelölje ET = (e1, e2, . . . , eT ) az
E∞ sorozat els® T eleméb®l álló részsorozatot. Ekkor:
W (ET )≪ m
7/8 logm,
Nℓ(ET )≪ m
7/8 logm.
Ha T a modulus m függvényében elég nagy, ezek a beslések nem tri-
viális fels® beslések. A korreláió beslése Bourgain 2005-ös exponeniális
összegekre vonatkozó eredményéig [8℄ elérhetetlen volt, azonban Bourgain
tétele segítségével a következ®t tudtam igazolni:
2.2. Tétel. Legyen m prím, δ > 0, ekkor létezik ε sak ℓ-t®l és δ-tól függ®
pozitív konstans, hogy ha N (< T ) kielégít bizonyos feltételeket (lásd 2.3.
Tétel a disszertáióm 2. fejezetében), akkor E∞ els® N eleme által alkotott
EN = (e1, e2, . . . , eN) sorozatra
Cℓ(EN) < m
1−ε.
Disszertáióm 2. fejezetében (Sophie-German prímeket használva) olyan
eseteket mutatok, amikor N (< T ) értéke m/4 körül van.
Megjegyzem, [20℄-ban és disszertáióm 2. fejezetében a fenti tételeket sak
abban az esetben igazolom, ha az m modulus prím. Valószín¶leg összetett
modulus esetén a magasabb rend¶ korreláió naggyá válhat. (Ez a szituáió
bizonyos további konstrukiók esetén valóban fennáll, lásd például Rivat és
Sárközy ikkét [57℄ vagy Liu, Zhan és Wang ikkét [48℄.)
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3. Bináris sorozatok korreláiója
[11℄-ben Cassaigne, Mauduit és Sárközy igazolta, hogy majdnem minden
N hosszú EN ∈ {−1,+1}
N
bináris sorozatra W (EN) és Cℓ(EN) értéke N
1/2
körül van. Ezt az eredmény kés®bb Alon, Kohayakawa, Mauduit, Moreira és
Rödl [3℄ tovább élesítette.
Egy er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® sorozattól azt vár-
juk, hogy a pszeudovéletlen mértékeik bizonyos fels® korlát alatt vannak,
azonban hasonló alsó korlát kikötése nem szükséges, az alábbiak alapján:
Jelölje m(N) és Mℓ(N) a következ® értékeket:
m(N) = min
EN∈{−1,+1}N
W (EN), Mℓ(N) = min
EN∈{−1,+1}N
Cℓ(EN ).
m(N) beslése klasszikus probléma: 1964-ben Roth [58℄ bebizonyította,
hogym(N)≫ N1/4. Sárközy [14℄ majd Bek [5℄ adott fels® besléstm(N)-re.
Végül Matou²ek és Spener [49℄ bebizonyította, hogy m(N)≪ N1/4.
Mℓ(N) nagyságrendje ℓ paritásától függ. Cassaigne, Mauduit és Sárközy
[11℄ bebizonyította, hogy Mℓ(EN) ≪ (ℓN logN)
1/2
. Alon, Kohayakawa,
Mauduit, Moreira és Rödl [2℄-ben és [46℄-ban alsó beslést adott, bebi-
zonyítva:
3.A. Tétel (Alon, Kohayakawa, Mauduit, Moreira, Rödl) Ha ℓ páros,
akkor
Mℓ(N) ≥
√
1
2
[
N
ℓ+ 1
]
.
Cassaigne, Mauduit és Sárközy [11℄ észrevette, hogy a párat-
lan rend¶ korreláiók minimuma nagyon kisi, nevezetesen az EN =
(−1,+1,−1,+1, . . . ) ∈ {−1,+1}N sorozatra Cℓ(EN ) = 1, és így Mℓ(N) = 1,
ha ℓ páratlan. Cassaigne, Mauduit és Sárközy [11℄ ikkükben megjegyezték,
hogy habár az EN = (−1,+1,−1,+1, . . . ) sorozatra C3(EN) = 1, ekkor
a másodrend¶ korreláió nagy: C2(EN) = N − 1. Cassaigne, Mauduit és
Sárközy [11℄ valamint Mauduit [50℄ problémáit megoldva [18℄-ban igazoltam,
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hogy ha C2(EN)≪ N
2/3
, akkor C3(EN)≫ N
1/2
. Ebb®l adódóan a
C2(EN )C3(EN)≫ N
2/3
(3.1)
összefüggés mindig fennáll. S®t, [18℄-ban egy a fentieknél általánosabb egyen-
l®tlenséget igazoltam, amelyben egy páratlan rend¶ C2k+1 és egy páros rend¶
C2ℓ korreláiót vetettem össze, abban az esetben, ha 2k + 1 > 2ℓ. Kés®bb
Anantharam [4℄ élesítette (3.1)-et. A korábbi eredményeket általánosítva,
[30℄-ban Mauduit-val C2k+1 és C2ℓ-t vetettük össze (abban az esetben is,
amikor 2k + 1 < 2ℓ). F®eredményünk a következ® volt:
3.1. Tétel. (Gyarmati, Mauduit) Létezik olyan ck,ℓ sak k-tól és ℓ-t®l
függ® konstans, amelyre ha
C2k+1(EN) < ck,ℓN
1/2,
akkor
C2k+1(EN )
2ℓC2ℓ(EN)
2k+1 ≫ N2k+1,
ahol az alkalmazott konstans szorzó sak k-tól és ℓ-t®l függ.
Ennek a tételnek a következ® következményei vannak:
3.1. Következmény. (Gyarmati, Mauduit) Ha C2k+1(EN) = O(1),
akkor C2ℓ(EN ) ≫ N , ahol az alkalmazott konstans szorzó sak k-tól és ℓ-
t®l függ.
3.2. Következmény. (Gyarmati, Mauduit)
C2k+1(EN)C2ℓ(EN )≫ N
c(k,ℓ)
ahol az alkalmazott konstans szorzó sak k-tól és ℓ-t®l függ, és
c(k, ℓ) =
{
1 ha k ≥ ℓ,
1
2
+ 2k+1
4ℓ
ha k < ℓ.
Disszertáióm 3. fejezetében a 3.1. Tételt és következményeit igazolom.
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4. A Legendre szimbólumot használó salád f-
bonyolultsága
Goubin, Mauduit és Sárközy [17℄-ben pszeudovéletlen sorozatoknak egy
nagy saládját konstruálták.
4.1. Konstrukió. (Goubin, Mauduit, Sárközy) Legyen K > 0
rögzített egész. Tekintsük az összes olyan f(x) ∈ Fp[x] k-adfokú polinomot,
ahol k ≤ K, és amelynek nins többszörös gyöke Fp-ben. Minden ilyen
polinomhoz hozzárendelünk egy Ep = (e1, e2, . . . , ep) ∈ {−1,+1}
p
, p hosszú
bináris sorozatot úgy, hogy a sorozat n-edik eleme
en =


(
f(n)
p
)
ha (f(n), p) = 1,
+1 ha p | f(n).
(4.1)
Hostein és Lieman [43℄ olyan f(x) polinom használatát javasolták (4.1)-
ben, melyeknek nins többszörös gyöke, se nem páros, se nem páratlan.
Azonban a kapsolódó Ep = (e1, e2, . . . , ep) sorozat pszeudovéletlen tulaj-
donságairól semmit sem bizonyítottak. Kés®bb Goubin, Mauduit és Sárközy
[17℄ igazolta, hogy ha néhány nem túlságosan megszorító feltevést kikötünk
a konstrukióban szerepl® f(x) polinomra, úgy az Ep sorozatnak er®s pszeu-
dovéletlen tulajdonságai vannak.
Néhány alkalmazásban nem elég tudni, hogy a salád sok pszeudovéletlen
sorozatot tartalmaz, az is fontos, hogy a saládban sok független sorozat
van. Ennek vizsgálatára vezette be Ahlswede, Khahatrian, Mauduit és
Sárközy [1℄ az f -bonyolultság fogalmát:
4.1. Deníió. (Ahlswede, Khahatrian, Mauduit, Sárközy) Legyen
F N hosszú EN ∈ {−1,+1}
N
pszeudovéletlen sorozatoknak egy nagy
saládja. Jelöljük C(F)-fel az F salád f -bonyolultságát, amelyet azzal
a legnagyobb j egész számmal deniálunk, amelyre a következ® teljesül:
minden 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ij ≤ N j-esre és ε1, ε2, . . . , εj ∈ {−1,+1}
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számokra legalább egy EN = (e1, . . . , eN ) ∈ F sorozat létezik, amelyre
ei1 = ε1, ei2 = ε2, . . . , eij = εj.
Ahlswede, Khahatrian, Mauduit és Sárközy [1℄ a következ® általános
fels® beslést adta bináris sorozatok tetsz®leges F nagy saládjára:
4.1. Propozíió. (Ahlswede, Khahatrian, Mauduit, Sárközy)
C(F) ≤
log |F|
log 2
.
Ahlswede, Khahatrian, Mauduit és Sárközy [1℄ bebizonyította, hogy ha
kisit módosítjuk a 2.1. Konstrukiót, akkor olyan pszeudovéletlen generátort
kapunk, amelynek nagy az f -bonyolultsága.
4.A. Tétel (Ahlswede, Khahatrian, Mauduit, Sárközy) Legyen p
prím. Tekintsük az összes olyan f(x) polinomot, amelyre
0 < deg f(x) ≤ K
(itt deg f(x) jelöli f(x) fokát) és f(x)-nek nins többszörös gyöke Fp-ben.
Minden ilyen f(x) polinomra, tekintsük azt a bináris Ep = Ep(f) =
(e1, e2, . . . , ep) ∈ {−1,+1}
p
sorozatot, amelyet (4.1)-gyel deniálunk, és
jelölje F1 az ily módon kapott bináris sorozatok saládját. Ekkor
C(F1) ≥ K.
A 4.1. Propozíióból azonnal következik, hogy
|C(F1)| ≤
log |F1|
log 2
≤
K + 1
log 2
log p.
Így alsó beslésként K-t, fels® beslésként K+1
log 2
log p-t tudunk mon-
dani C(F1)-re. Érdekes kérdés, hogy vajon melyik beslés áll közelebb az
igazsághoz? [22℄-ben megjavítottam az alsó beslést, és a következ®t bi-
zonyítottam:
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4.1. Tétel.
C(F1) ≥
K − 1
2 log 2
log p−O(K log(K log p)).
Vagyis az alsó és a fels® beslés most már sak egy konstans szorzóval tér
el egymástól. Az alsó beslés bizonyítása karakterösszegekre, Weil tételére
[59℄ és egy átlagolásos ötlet újszer¶ alkalmazására épül. Disszertáióm 4.
fejezetében igazolom a 4.1. Tételt.
5. Rövid részsorozatok korreláiója
Néhány kriptográai alkalmazásban rendkívül fontos, hogy ne sak az
egész sorozat, hanem annak rövidebb részsorozatai is er®s pszeudovéletlen
tulajdonságokkal rendelkezzenek. Nyilvánvalóan
max
EN∈{−1,+1}N
|U(EN , t, a, b)| = t,
max
EN∈{−1,+1}N
|V (EN ,M,D)| = M.
Amennyiben |U(EN , t, a, b)| nagy t-hez képest vagy |V (EN ,M,D)| nagy M-
hez képest, úgy az EN sorozatnak van egy része, amely gyenge pszeu-
dovéletlen tulajdonságokkal rendelkezik. A legjobb egydimenziós konstruk-
iókban
|U(EN , t, a, b)| ≪ N
1/2(logN)c1, |V (EN ,M,D)| ≪ N
1/2(logN)cℓ
bizonyított. Ha t vagy M < N1/2, ezek a beslések triviálisak. Az alkal-
mazásokban azonban el®fordulhat, hogy olyan szöveget szeretnénk titkosí-
tani, amelynek hossza < N1/2. Ez esetben kulsként nem az egész pszeu-
dovéletlen sorozat, hanem annak sak egy rövidebb része (mondjuk N1/2−ε
hosszúságú) kerül tényleges felhasználásra. Ezért fontos, hogy a rövid rész-
sorozatok pszeudovéletlen mértékeit is kontrolláljuk. A disszertáióm 5. fe-
jezetének rövid részsorozatokra vonatkozó eredménye:
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5.1. Tétel. Minden N egész számra létezik egy olyan EN ∈ {−1,+1}
N
sorozat, hogy ha D = (d1, d2, . . . , dℓ) és M ≤ N
1/2
-re 0 ≤ d1 < d2 < · · · <
dℓ < M + dℓ ≤ N teljesül, akkor
|V (EN ,M,D)| ≪ ℓ
2N1/4 logN. (5.1)
Továbbá
Cℓ(EN)≪ ℓ
2N1/2(logN)2
és
W (EN)≪ N
3/4 logN
is fennáll.
(5.1)-ból következ®en 1 ≤M ≤ N-re
|V (EN ,M,D)| ≪ ℓ
2
⌈
M
N1/2
⌉
N1/4 logN
teljesül.
Az 5.1. Tételt el®ször [26℄-ban publikáltam. Az eredmény abban az
esetben ad a rövid részsorozatok korreláiójára éles beslést, ha azoknak
hossza c1N
1/4 logN-nél hosszabb. Mivel várhatóan a teljes sorozatban
létezik olyan c2 logN hosszú részsorozat, amely supa egyesb®l áll, ezért nem
remélhetjük, hogy egy er®s pszeudovéletlen sorozat összes részsorozata er®s
pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezzék. Nyitott kérdés, hogy vajon
besülhet®-e azon részsorozatok korreláiója, amelyek hosszúsága c2 logN és
c1N
1/4 logN közé esik. E probléma nehézségét mutatja, hogy egy ehhez
kapsolódó probléma, a legkisebb kvadratikus nemmaradék (mod p) beslé-
se esetén is nagyon nagy hézag van Burgess [9℄ fels® beslése O
(
p
1
4
√
e
)
és a
megoldatlan sejtés (O(log p log log p)) között.
Az 5.1. Tétel bizonyítása konstruktív, és a pszeudovéletlenség többdi-
menziós elméletét is használja.
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6. A Legendre szimbólum rás
Ebben a fejezetben disszertáióm 6. és 7. fejezetét foglalom össze.
A pszeudovéletlenség többdimenziós kiterjesztése Hubert, Mauduit és
Sárközy [44℄ nevéhez köt®dik. k vezették be a következ® deníiókat:
Jelölje InN azon n-dimenziós vektorok halmazát, amelynek koordinátái 0
és N − 1 közötti egész számok:
InN = {x = (x1, . . . , xn) : x1, . . . , xn ∈ {0, 1, . . . , N − 1}}.
Ezt a halmazt n-dimenziós N-rásnak vagy röviden N-rásnak nevezzük.
Ez a deníió általánosabb rásokra is kiterjeszthet®: Legyen u1,u2, . . . ,un
n darab lineárisan független vektor, ahol ui-nek az i-edik koordinátája po-
zitív egész, a többi koordináta viszont 0, azaz ui = (0, . . . , 0, zi, 0, . . . , 0)
alakú, ahol zi ∈ Z
+
. Legyen t1, t2, . . . , tn olyan egészek, amelyekre 0 ≤
t1, t2, . . . , tn < N . Ekkor a
BnN = {x = x1u1 + · · ·+ xnun : 0 ≤ xi |ui| ≤ ti(< N) i = 1, . . . , n esetén}
halmazt n-dimenziós N-téglarásnak vagy röviden N-téglarásnak nevezzük.
Hubert, Mauduit és Sárközy [44℄-ben kiterjesztette a bináris sorozatok
deníióját több dimenzióra: Legyen
ex = η(x) : I
n
N → {−1,+1}
egy függvény. Az egyszer¶ség kedvéért, ha x = (x1, . . . , xn) és így η(x) =
η((x1, . . . , xn)), akkor a jöv®ben azt írjuk, hogy η(x) = η(x1, . . . , xn).
Az ilyen függvényeket bináris N-rásoknak vagy rövidebben bináris rá-
soknak nevezzük. Szemléltetésük egyszer¶: egy N-rás, amelyben a rás-
pontokat a + és − el®jelek valamelyikével helyettesítjük. A bináris 2 vagy
3 dimenziós pszeudovéletlen rások használatosak digitális képek, térképek
titkosításához, valamint az orvosi diagnosztikában.
[44℄-ben Hubert, Mauduit és Sárközy a következ® pszeudovéletlen
mértékeket vezette be bináris rások pszeudovéletlen tulajdonságainak vizs-
gálatára:
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6.1. Deníió. Legyen
η : InN → {−1,+1}
egy bináris rás. Deniáljuk az ℓ-edrend¶ pszeudovéletlen mértékét
η-nak a következ® képlettel:
Qℓ(η) = max
B,d1,...,dk
∣∣∣∣∣
∑
x∈B
η(x+ d1) · · ·η(x+ dℓ)
∣∣∣∣∣ ,
ahol a maximumot az összes olyan különböz® d1, . . . ,dℓ ∈ I
n
N vektoron és
N-téglarás B-n vesszük, ahol B + d1, . . . , B + dℓ ⊆ I
n
N .
Ebben a fejezetben egy természetes - Legendre szimbólumon alapuló
- konstrukiót ismertetek, melyet társszerz®immel, Sárközy Andrással és
Cameron L. Stewarttal közösen [41℄-ben és [42℄-ben publikáltunk. A ko-
rábbi ikkekben megadott konstrukiók kissé mesterkéltek. Ráadásul ezeknek
a korábbi konstrukióknak az implementálása meglehet®sen bonyolult. Így
[41℄-ben olyan természetes konstrukiót deniáltunk, ahol a pszeudovéletlen
mértékekre adott beslések gyengébbek ugyan, mint a korábbi konstrukiók
esetében, de még mindig er®s, nem triviális beslések. Ez az új konstruk-
ió az egy dimenzióban a legjobb és a legtöbbet vizsgált bináris sorozatok, a
Legendre szimbólumon alapuló 4.1. Konstrukióban megadott bináris soroza-
tok két dimenziós kiterjesztése:
6.1. Konstrukió. (Gyarmati, Sárközy, Stewart) Legyen p egy párat-
lan prím, f(x1, x2) ∈ Fp[x1, x2] pedig kétváltozós polinom. Deniáljuk
η : I2p → {−1,+1} rásot
η(x1, x2) =


(
f(x1,x2)
p
)
ha (f(x1, x2), p) = 1,
+1 ha p | f(x1, x2)
(6.1)
képlettel.
Megjegyezzük, hogy több olyan kétváltozós f(x1, x2) polinom létezik,
amelyre az η rás gyenge pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkezik.
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Disszertáióm 6. fejezetében példákat adok ilyen polinomokra. Az összes
megadott példa speiális esete volt a következ®nek:
6.1. Példa. (Gyarmati, Sárközy, Stewart) Legyen r nem negatív egész
és legyen αj, βj ∈ Fp j = 1, . . . , r esetén. Legyen
f(x1, x2) =
(
r∏
j=1
fj(αjx1 + βjx2)
)
g(x1, x2)
2
(6.2)
alakú polinom, ahol fj(x) ∈ Fp[x] és g(x1, x2) ∈ Fp[x1, x2].
Az olyan f ∈ Fp[x1, x2] polinomokat, amelyek felírhatóak (6.2) alakban
degenerált polinomnak hívjuk, és amelyek nem írhatóak fel ilyen alakban,
azok a nem-degenerált polinomok.
Abban az esetben, amikor az f polinom nem-degenerált [41℄-ben a
következ®t tudtuk bizonyítani:
6.1. Tétel. (Gyarmati, Sárközy, Stewart) Legyen f(x1, x2) ∈ Fp[x1, x2]
k-adfokú polinom. Tegyük fel, hogy f(x1, x2) nem írható fel (6.2) alakban,
és a következ® 5 feltétel közül egy fennáll:
a) f(x1, x2) irreduibilis Fp[x1, x2]-ben,
b) ℓ = 2,
) 2 primitív gyök modulo p,
d) 4k+ℓ < p,
e) ℓ és az f(x1, x2) polinom foka x1-ben (esetleg x2-ben) páratlan.
Ekkor a (6.1)-gyel deniált η bináris rás esetén
Qℓ(η) < 11kℓp
3/2 log p.
Amennyiben f degenerált, akkor a (6.1)-gyel deniált bináris rás akár
gyenge pszeudovéletlen tulajdonságokkal is rendelkezhet. Ezt a szituáiót
[41℄ folytatásában, [42℄-ben analizáltuk. A degenerált esetre vonatkozó ered-
ményeket disszertáióm 7. fejezetében ismertetem. A legfontosabb tételek a
következ®k:
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Degenerált polinomok esetében a rangot azzal a legkisebb r pozitív
egésszel deniáljuk, melyre f(x1, x2) felírható (6.2) alakban.
6.2. Tétel. (Gyarmati, Sárközy, Stewart) Legyen f(x1, x2) ∈ Fp[x1, x2]
egy kétváltozós, legalább els®fokú, r rangú, k-adfokú polinom. Tegyük fel,
hogy ℓ a korreláió rangja kisebb vagy egyenl® mint r, és a 6.1. Tételben
megadott a), b), ), d) és e) feltételek közül legalább egy fennáll. Ekkor a
(6.1)-gyel deniált η bináris rás esetén
Qℓ(η) < 11kℓp
3/2 log p.
Azt is bizonyítottuk, hogy létezik olyan magasrend¶ korreláió, amely
nagy.
6.3. Tétel. (Gyarmati, Sárközy, Stewart) Legyen f ∈ Fp[x1, x2] degen-
erált polinom, amelynek fokát k-val, rangját r-rel jelöljük. Ekkor létezik
ℓ ≤ 2r pozitív egész, amelyre
Qℓ(η) ≥ p
2 − 4rp3/2 − 4ℓkp.
Megoldatlan kérdés, hogy r rangú, degenerált polinom esetén hogyan be-
sülhet® azon további pszeudovéletlen mértékek értéke, amelyek rendje r+1
és 2r közé esik.
Er®s pszeudovéletlen tulajdonságokkal rendelkez® bináris sorozatok és
rások konstruálása igen fontos terület a kriptográában. [27℄-ben egy össze-
foglaló ikkemben számos új konstrukiót említettem, ezek közül különösen
gyelemreméltóak az elliptikus görbéket is használó konstrukiók, lásd pl.
Mérai [53℄, [54℄, [55℄, [56℄, Chen [12℄, Chen, Li és Xiao [13℄ és Liu, Zhan és
Wang [47℄ eredményeit.
7. További eredmények
Disszertáióm utolsó fejezetében rövid összefoglalót adok a PhD-m óta
(részben egyedül, részben társszerz®kkel közösen) írt pszeudovéletlenséggel
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